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MEHANIKA (prvi del)

Kinematika

Obravnavamo gibanje tockastega telesa. Izberemo si pravokotni desni koordinatni sistem
(sl. 1), to je taksen, katerega os z kaze v smeri pomika desnega svedra (ali vijaka), ki
ga zavijamo tako, kot ¢e bi hoteli zavrteti os x v smer osi y. Lego telesa predstavimo z
radij - vektorjem r, ki kaze iz izhodis¢a koordinatnega sistema do tocke s koordinatami
(z,y, z). Koordinate x,y,z merimo v metrih. Meter je deset milijonti del dolzine pariskega
poldnevnika (od ekvatorja do severnega tecaja), ali bolj natancéno: 1650763,73 valovnih
dolzin oranzne svetlobe, ki jo oddaja atom kriptona z atomskim Stevilom 86.

Ce se telo giblje, definiramo Se vektorja hitrosti v in pospeska a:

v =dr/dt (M1)
a=dv/dt. (M2)

Cas merimo v sekundah. Priblizna definicija sekunde izhaja iz delitve dneva na 24 ur
in ure na 3600 sekund ( 1 dan=86400 sekund). Bolj natan¢no pa je skunda dolo¢ena z
definicijo, ki pravi, da je ena sekunda enaka casu trajanja 9,192,631,770 nihajev valovanja,
ki ga oddaja atom cezija 133 pri prehodu med dvema energijskima stanjema, ki nastaneta
na racun hiperfine cepitve osnovnega energijskega stanja.

Ce vemo, kako se pospesek a(t) spreminja s casom, lahko enacbi (1) in (2) integriramo in
dobimo ¢asovno odvisnost hitrosti in lege telesa:

Wﬂ:vm+/dﬂﬁ (M3)

dﬂ:m+/v®ﬁ. (M4)

Enakomerno pospeSeno premo gibanje

Ce se telo giblje po premici, ki sovpada na primer z osjo x koordinatnega sistema, so po-
vezave med koli¢inami z(t), v,(t) in a,(t) podane z enacbami (M3) in (M4). Komponente
odmikov, hitrosti in pospeskov v smereh y in z postavimo enake ni¢. Telo, ki se nahaja v
casu t = 0 pri xg, ima v tem trenutku hitrost v,y in se giblje s pospeskom a, bo imelo po
preteku casa t hitrost

V() = vgo + at

nahajalo pa se bo na mestu
T = 20 + Vg0t + at?/2 . (M5)

Krivo gibanje, posevni met

Poglejmo si Se primer uporabe enac¢b (M1) in (M2) za bolj splosen primer. Telesa, ki so
prepuscena sama sebi v zemeljskem teznostnem polju, se pospesujejo v smeri navpicno
navzdol s pospeskom g = 9,82m/s?, v vodoravni smeri deluje Coriolisov pospesek (glej
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Slika 1: Lega, hitrost in pospesek tockastega telesa v desnem kartezicnem koordinatnem
sistemu

enacbo (M31)), ki je majhen in ga bomo zanemarili. Torej ima vektor pospeska kompo-
nente

g = (07 07 _g> )
kar pomeni, da se komponenti hitrosti v vodoravni smeri ne spreminjata, v navpi¢ni smeri
pa velja

V, = Vg, — gt .

Za koordinate telesa bo torej veljalo
x(t) = xo + vyt

y(t) = Yo + 'Uyt
2(t) = 20 + vot — gt*/2. (M6)

Te enacbe lahko uporabimo za ra¢un dometa pri posevnem metu (sl. 2). Ce vrzemo telo
s hitrostjo vy pod kotom « glede na vodoravno smer tako, da so zacetne komponente
hitrosti vy = (vgcosa, 0, vpsina), bo telo doseglo najvisjo tocko v trenutku ¢ = T, ko se
navpicna komponenta hitrosti izni¢i: 7' = vy, /g. Po preteku nadaljnjega ¢asa T' bo telo
padlo na tla, ¢e so tla v isti visini, kot mesto, od koder smo telo vrgli. V ¢asu dvigovanja
in padanja telesa t = 2T bo telo v smeri x preletelo razdaljo X = 2vg,v0,/g. Ce izrazimo
domet z velikostjo zacetne hitrosti in kotom «, dobimo izraz

X = (v3/g)sin(2a) . (MT)

Najvecjo visino, ki jo doseze telo v ¢asu dviganja T' - v naslednjem enako dolgem ¢asovnem
intervalu jo zopet izgubi - je enaka

H = gT?/2 = v3sin*(a)/2g . (M8)
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Slika 3: Obodna hitrost in radialni pospesek pri krozenju

v(t+dt) \v\(t) ﬁvza dt
v(t)
dq):wdt\ \ v(t+§x

Slika 4: K izpejavi radialnega pospeska
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Krozenje
Krozenje je gibanje telesa po kroznici, ki jo zapiSemo v kartezi¢nih koordinatah v obliki

2yt =07 (M9)

¢e je sredisce kroga v koordinatnem izhodiscu. Gibanje je doloc¢eno, ¢e povemo, kako se
pri pogoju (M9) spreminjata x(t) in y(¢). Zapis v polarnih koordinatah je enostavnejsi,
saj zapiSemo le pogoj, da ima pri vseh vrednostih polarnega kota radij stalno vrednost,
povedati pa moramo, kako se spreminja polarni kot v odvisnosti od ¢asa. Parametri¢ni
zapis kroznice se glasi:

x =7 cosp,

Yy=r sing.

Krozenje tockastega telesa je doloceno, ¢e povemo, kako se kot ¢ spreminja s casom. Pri
enakomernem krozenju je zveza linearna:

© = o+ wt. (M10)

S ¢rko w smo oznacili kotno hitrost, ki jo merimo v radianih v sekundi. Povezava med
obodno hitrostjo in kotno hitrostjo (sl. 3) temelji na definiciji kota: ¢ = [/r. Dolzino
loka smo oznacili z [, polmer kroga pa z r. En radian (57°17'45” ) je enak kotu v kroznem
izseku, pri katerem je dolzina loka enaka polmeru kroga. Casovni odvod izraza ¢ = I /r
nas pripelje do zveze med kotno in obodno hitrostjo pri krozenju: w = v/r. Obhodni
¢as dobimo z deljenjem obsega kroga z obodno hitrostjo, ali kot kvocient polnega kota s
kotno hitrostjo:

T =2nr/v=271/w.

Obratna vrednost obhodnega ¢asa je frekvenca krozenja v = 1/T. O enakomerno po-
spesenem krozenju govorimo, kadar se kotna hitrost enakomerno veca s ¢asom:

w=uwy+at. (M11)

V tem primeru velja za ¢ zveza
© = o+ wot + at?/2. (M12)

Poleg kotnega pospeska je pri krozenju prisoten tudi linearni pospesek, ki ga lahko raz-
stavimo na dve komponenti - radialno in tangencialno. Slednja kaze v smeri tangente
na krog in njeno velikost dobimo, ¢e pot vzdolz kroznice, ki se izraza kot r¢(t), dvakrat
odvajamo pocasu in dobimo

a =ra. (M13)

Pri enakomernem krozenju tangencialnega pospeska ni, smer hitrosti pa se kljub temu ves
¢as spreminja, saj njen vektor enakomerno krozi in se v ¢asu dt spremeni hitrost za vwdt.
Sprememba hitrosti kaze proti sredis¢u kroga - torej v nasprotni smeri kot radij vektor
(sl. 4). Ce to spremembo delimo z dt, dobimo izraz za radialni pospesek

a, = vw = v?/r = Wwr. (M14)

Izraz za radialni pospesek velja tudi za pospeseno krozenje. Za obodno, oziroma za
kotno hitrost moramo postaviti trenutno hitrost. Pri enakomernem krozenju se spreminja
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le smer radialnega pospeska, pri pospesenem krozenju - ¢etudi je krozenje enakomerno
pospeseno - pa se spreminja tudi velikost radialnega pospeska.

Nihanje
Tockasto telo ali geometrijska tocka sinusno niha, kadar se koordinata = telesa ali tocke

takole spreminja s casom:
x(t) = xosin(wt +9) . (M15)

V tem zapisu predstavlja x, amplitudo nihanja - to je najvecji odmik od mirovne lege, w
je krozna frekvenca nihanja, o pa je nek poljubni fazni kot. Krozne frekvence ne smemo
zamenjevati za kotno hitrost pri krozenju, ¢eprav ima iste enote in enako odvisnost od
nihajnega ¢asa 1" in nihajne frekvence v, kot je odvisnost kotne hitrosti od obhodnega
¢asa in frekvence krozenja. Velja namrec

w=2mv=2n/T. (M16)
Hitrost gibanja nihajoce tocke dobimo z odvajanjem odmika po casu:
v(t) = wrgcos(wt +9) . (M17)

Vidimo, da je hitrost za cetrt nihaja fazno premaknjena glede na odmik nihala, toliko kot
sta med sabo premaknjeni funkciji sinus in kosinus (sl. 5). Najve¢ja vrednost (amplituda)
hitrosti je wxy. Pospesek je casovni odvod hitrosti

a(t) = —wxgsin(wt 4 ) . (M18a)

Bodimo pozorni na dejstvo, da se v izrazu za pospesek pojavlja izraz za odmik in se izraz
(M18a) poenostavi v
a(t) = —wx . (M18b)

Ta zveza je zelo uporabna pri dolo¢anju nihajnega ¢asa razli¢nih nihal.

Dinamika tockastega telesa

Sile, Newtonovi zakoni

Sile so fizikalne koli¢ine, ki povzrocajo pospesevanje in deformacijo teles. Sile so vektorske
koli¢ine in jih lahko seStevamo in odstevamo. Merimo jih v newton-ih (N). Ce poznamo
komponente dveh sil, ki jih zelimo sesteti, sestejemo komponente in dobimo komponente
rezultante:

Frm:F1x+F2m- (Mlg)

Ce pa poznamo velikosti dveh sil in kot, ki ga oklepata, uporabimo za dolocitev velikosti
rezultante kosinusov izrek (sl. 6)

F% = F} + F3 + 2F, Fycosa . (M20)

Pripravam, ki merijo sile, pravimo dinamometri. Najpreprostejsa oblika dinamometra
je vijacna vzmet (sl. 7), katere raztezek je sorazmeren sili, s katero raztezamo vzmet.
Meritev temelji na enacbi

F=—kx. (M21)

S ¢rko k smo oznacili konstanto vzmeti, ki jo najprej dolo¢imo z umeritvijo s pomocjo
znane sile. Znak minus pa piSemo zato, ker kazeta raztezek vzmeti in sila v nasprotnih
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Slika 5: Casovne odvisnosti odmika, hitrosti in pospeska pri sinusnem nihanju

=

Slika 6: Paralelogram sil

smereh.

Sila je lahko porazdeljena po prostornini ali po povrsini. Primer sile, ki je razporejena
po prostornini, je sila teze. Za povrSinsko porazdeljeno silo uporabljamo besedi tlak in
pritisk. Tlak merimo v pascalih (Pa = N/m?). Vecja enota za tlak je bar = 100k Pa.

Telo na klancu, sila trenja

Ce se na klancu s strmino « (to naj bo kot glede na vodoravnico) nahaja telo, je smiselno
razstaviti njegovo silo teze (F,;) na dinamié¢no komponento vzdolz strmine (Fjsina) in
staticno komponento, ki deluje pravokotno na podlago (Fycosa) (sl. 8). Ce povrdina
klanca ni idealno gladka, se pojavi Se sila trenja, ki deluje v smeri navzgor po klancu. Ce
telo miruje, imenujemo to silo silo lepenja. Sila trenja

F, = IuF, (r22)
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Slika 7: Merjenje sile

Slika 8: Telo na klancu

je enaka produktu sile, ki deluje pravokotno na podlago in koeficienta trenja k;. V pri-
meru, ko je telo na klancu prepusceno samo sebi in drsi po klancu z enakomerno hitrostjo,
sta dinamiéna komponenta sile teze in sila trenja nasprotno enaki in se unicita:

Fysinoa — by Fycosa =0 .

Vidimo, da v tem primeru lahko dolo¢imo koeficient trenja, ki je enak
ks = tga . (M23)

Ce telo, ki je prepusteno samemu sebi na klancu miruje, pomeni, da sila lepenja urav-
novesa dinami¢no komponento sile teze. Z merjenjem najvecje strmine, pri kateri telo Se
miruje, dolo¢imo koeficient lepenja: k; = tg@mqe. Ce dinami¢na komponenta presega silo
trenja, se telo giblje po klancu navzdol pospeseno.

Newtonovi zakoni
Newtonovi zakoni podajajo vzrocno zvezo med silo, ki deluje na telo in med pospeskom
telesa. Drugi Newtonov zakon pravi, da je zveza med silo in pospeskom linearna:

F =ma. (M24)

Sorazmernostni koeficient je masa telesa, ki se meri v kilogramih. Masa enega kilograma
je priblizno enaka masi enega litra ¢iste vode pri 4°C in pri atmosferskem tlaku. Koli¢ini
masa na enoto prostornine pravimo gostota snovi in jo ozna¢imo s ¢rko p. Na enacbi (M24)
temelji tudi enota za silo (N), ki je tista sila, ki pospesuje maso 1 kg s pospeskom 1m /s2.
Prvi Newtonov zakon trdi, da vsako telo miruje ali vztraja v enakomernem gibanju, ce
nanj ne deluje nobena sila. Tretji Newtonov zakon pa trdi, da sta sili, s katerima delujeta
dve telesi drugo na drugo, nasprotno enaki.

Izrek o gibanju tezisca
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Vzemimo nabor vec tockastih teles in zapisimo Newtonov zakon
Fi = My;aj (M 25)

za vsako od njih. Sile F; lahko razdelimo na zunanje in notranje. Slednje so posledica
medsebojnega delovanja teles iz ravnokar omenjenega nabora. Ko sestejemo enacbe (M25)
za vsa telesa, se na racun tretjega Newtonovega zakona vsi prispevki notranjih sil med
sabo unicijo in dobimo

FR = Zmiai y <M26)

kjer je Fr vsota zunanjih sil. Desno stran enacbe delimo in mnozimo z vsoto mas vseh
teles (M = > m;) in enacbo lahko zapisemo v obliki

Fr = Ma* | (M27)

kjer je a* pospesek tezisca
r’ = Z mr; /M .

Enacba (M27) predstavlja zapis izreka o gibanju tezisa. Z integriranjem te enacbe po
¢asu dobimo hitrost tezis¢a kot funkcijo ¢asa, naslednja integracija pa nam da ¢asovno
odvisnost lege tezisca. Izrek o gibanju tezisca velja seveda tudi v primeru, ko so telesa, o
katerih smo govorili, med sabo togo povezana. V tem primeru govorimo o sistemu togo
povezanih tockastih teles, ali o enem samem togem telesu. Standardno togo telo ima maso
enakomerno porazdeljeno po vsej svoji prostornini, tako da ima dobro definirano gostoto
p=dm/dV, ali p =m/V, kjer je m masa, V pa volumen togega telesa. Sile, ki delujejo
na togo telo, imajo prijemelisca v posameznih tockah v notranjosti ali na povrsini telesa,
lahko pa so ploskovno porazdeljene po povrsini (govorimo o tlaku, ki deluje na povrsino),
lahko pa so sile porazdeljene po prostornini, kot je na primer sila teze

dF/dV = pg (M28)

Gravitacijski zakon
Dve telesi, ki se privlacita, na primer jabolko na drevesu in zemeljska obla, delujeta drugo
na drugo z nasprotno enakima silama. Vprasamo se lahko, s kakSno silo mora pecelj
zadrzevati jabolko, da ne odpade. Do odgovora na to vprasanje pridemo lahko tudi tako,
da izmerimo pospesek g prostega pada jabolka potem, ko se odtrga in pada v smeri proti
srediscu Zemlje. V skladu z drugim Newtonovim zakonom je za pospesevanje odgovorna
sila I, = myg, ki jo imenujemo sila teze. Ker je sila teze, ali gravitacijska sila, sorazmerna
masi jabolka, mora biti, ¢e naj velja tretji Newtonov zakon, sorazmerna tudi masi Zemlje,
torej je sorazmerna produktu obeh mas, ki se privlacita. Analize gibanj nebesnih teles in
laboratorijske meritve pokazejo, da je gravitacijski privlak dveh teles obratno sorazmeren
kvadratu njune razdalje:

F = kmymy /73, . (M29)

Vrednost gravitacijske konstante je k = 6,67 x 107" Nm?/kg>.
Iz gravitacijskega zakona sledi odvisnost zemeljskega teznega pospeska od oddaljenosti
od zemeljskega sredisca. 1z enacbe (M29) sledi, da pada privlacna sila med dvemi telesi s
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kvadratom razdalje. Torej pada tudi zemeljski pospesek prostega pada na enak nacin in
lahko zapisemo

g(r) = go(R/7)?,

kjer je R zemeljski polmer (6380 km), gy je tezni pospesek na povrsini Zemlje (9.82m/s?)
in r razdalja od tocke nad zemeljskim povrsjem do zemeljskega sredisca. Za umetne
zemeljske satelite, ki krozijo okrog Zemlje po kroznih tirih, velja, da je radialni pospesek
enak zemeljskemu teznemu pospesku:

mv®/r = go(R/T)* .

Na osnovi te enacbe lahko izracunamo hitrost krozenja. Na nizkih visinah (nekaj sto kilo-
metrov) je hitrost krozenja enaka 7.9 km/s, cemur pravijo prva kozmiéna hitrost. Druga
kozmicna hitrost je za faktor \/EQ) veCja in je tista hitrost, ki omogoci vesoljski ladji, da
se iztrga zemeljski teznosti.

Keplerjevi zakoni

Odkritje gravitacijskega zakona so omogocili Keplerjevi zakoni, ki jih je odkril Johan-
nes Kepler v zacetku 17. stoletja. Gravitacijski zakon sledi neposredno iz tretjega Ke-
plerjevega zakona, ki pravi, da je kvocient kuba razdalje planeta od Sonca in kvadrata
obhodnega ¢asa okoli Sonca enak za vse planete. Omenjena lastnost izhaja iz zapisa
Newtonovega zakona za planet, ki potuje okrog Sonca: izenac¢imo gravitacijski privlak s
produktom mase planeta (m) in radialnega pospeska

kmM /r? = 4x*mr /T? .

V tem zapisu je M masa Sonca, r razdalja planeta od Sonca, T" pa dolzina leta dolo¢enega
planeta. Ce enacbo delimo z mz? in pomnoZzimo z r?, dobimo zapis tretjega Keplerjevega,

zakona
kM /T =r?)T? .

Natancna formulacija tretjega Keplerjevega zakona je nekoliko druga¢na, kot smo napisali
zgoraj. Planeti ne krozijo okrog Sonca, ampak potujejo po elipsah, ki so dokaj podobne
krogom. To je vsebina prvega Keplerjevega zakona. Koli¢ina r v zgornjih dveh enacbah
se torej nanasa na neko povprecno razdaljo med planetom in Soncem. Navedimo Se drugi
Keplerjev zakon: Radij vektor od Sonca do planeta opise v enakih ¢asih enake povrsine.
V tem zakonu je zajet izrek o ohranitvi vrtilne koli¢ine, ki jo bomo spoznali v enem od
naslednjih poglavij.

Inercijalni sistemi, Galileijeve transformacije, sistemske sile

Mirujoci in enakomerno se gibajo¢i opazovalni sistemi so enakovredni, saj ima Newtonov
zakon v vseh taksnih sistemih enako obliko. V mirujocih sistemih izmerimo telesom enake
pospeske, kot v enakomerno se gibajocih sistemih. Hitrosti in lege teles pa povezujejo
transformacije, ki so dobile ime po Galileju Galileiju:

v =v+ vy

in
r =1+ vot.
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V teh dveh izrazih je vq hitrost gibanja koordinatnega sistema, ki ga oznacujemo s ¢rtico,
v sistemu brez crtice.

Ce se koordinatni sistem s ¢rtico giblje pospeseno, pravimo, da je taksen sistem neiner-
cialen in opazovalec mora v taksnem sistemu upostevati sistemske sile. Ce se peljemo z
dvigalom, ki pospeSuje pri voznji navzgor s poSpeskom a, se ¢utimo tezje, kot pri ena-
komerni voznji ali pri mirovanju. V mirujoc¢em opazovalnem sistemu zapisemo za telo v
dvigalu pri pospesevanju navzgor

F,—F,=ma. (M30a)

V tem zapisu je F, sila, s katero deluje podlaga na telo v smeri navzgor, I, pa je sila
teze, ki deluje navzdol. Sila podlage mora biti za clen ma vecja od sile teze, da se bo telo
pospesevalo. Ce postavimo dvigalo nekam v breztezen prostor v vesolje, dale¢ od nebesnih
teles, bo sila teze enaka ni¢ in bo celotna sila podlage povzrocala pospesek. Opazovalec v
dvigalu bo lahko izmeril silo podlage, pospeska pa ne bo mogel izmeriti. V opazovalnem
sistemu, ki je vpet na dvigalo, je pospesek telesa, ki je v stiku s talno plosco dvigala, enak
nic. Zapis drugega Newtonovega zakona za opazovano telo pa je

F,+F,=0. (M30b)

Tukaj je F§ sila neznanega izvora, ki uravnovesa silo podlage. V dvigalu zaprt opazovalec
ne more vedeti, ali je Fs posledica pospesevanja dvigala, ali posledica privlaka neznanega
nebesnega telesa, na katerega povrsini dvigalo miruje. V slednjem primeru je Fy gravita-
cijska sila, v prvem primeru - torej v primeru pospesevanja dvigala v brezteznem prostoru
pa recemo, da je Fj sistemska sila, katere vrednost je

Fy=—ma , (M30c)

kot ugotovimo s primerjanjem enacb (M30a) in (M30b).
Primer sistemske sile je tudi centrifugalna sila, ki pri krozenju vlece krozece telo proc¢ od
sredisca. Njena vrednost je

F. = mw?r

ali
F.=mv?/r. (M30d)

Na povrsini Zemlje se ne zavedamo, da krozimo okrog zemeljske osi in je povsod, razen
na severnem in juznem polu sila teze zmanjSana za centrifugalno silo, govorimo pa, da se
zemeljski tezni pospesek spreminja z geografsko sirino. Navidezna odvisnost spreminja-
nja zemeljskega teznega pospeska od zemljepisne Sirine je tezko napovedati, ker gre del
spremembe na rac¢un sploscenosti Zemlje in se tudi koli¢ina r15 v enac¢bi (M29) spreminja
z zemeljsko zemljepisno Sirino.

Coriolisova sila

Ce se giblje telo z enakomerno hitrostjo vzdolz radija v koordinatnem sistemu, ki se vrti
s kotno hitrostjo w, se mu smer hitrosti spreminja. Na sliki sta podani lega in hitrost
telesa v casu t in t + dt. Narisani sta tudi tangencialna in radialna komponenta hitrosti v
obeh trenutkih. Izracunajmo celotno spremembo hitrosti dv v tangencialni smeri. Prispe-
vek radialne komponenta hitrosti izracunamo tako, da nariSemo obe hitrosti iz skupnega
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Slika 9: K izpeljavi Coriolisove sile

izhodisca. Kot med njima je dp = wdt, sprememba hitrosti pa je enaka v,wdt. Tudi
tangencialna hitrost prispeva enak delez. Kot je razvidno s slike, se na rac¢un povecanja
radija za v,.dt poveca tangencialna hotrost za w(r + dr) — wr = v,wdt. Sprememba smeri
tangencialne hitrosti v ¢asu dt pa nima prispevka v tangencialni smeri. Skupna spre-
memba hitrosti je torej 2v,wdt. Coriolisov pospesek dobimo tako, da spremembo hitrosti
delimo z dt

a. =2v,w . ((M31)

Coriolisopva sila je enaka zmnozku mase in Coriolisovega pospeska F,. = 2muv,w .

Gibalna koli¢ina
Ce enacbo (M24), ki predstavlja drugi Newtonov zakon, pomnozimo z dt in integriramo,
dobimo enacho

/ Fdt = mAv . (M32)

S ¢rko A oznacujemo spremembe koli¢in - v tem primeru spremembo hitrosti, ki jo pov-
zroCi sunek sile. Koli¢ino [Fdt imenujemo sunek sile, kolicino G = mv pa gibalno
koli¢ino. Enacba (M32) torej pravi, da je sunek sile enak spremembi gibalne koli¢ine. Ta
izrek je posebej uporaben pri obravnavi vecjega stevila teles, ko povzrocajo sunke sil le
medsebojne sile, ki jih sicer ne poznamo, vendar nas to ne moti, saj vstopajo pri racunaju
gibalne koli¢ine sistema ve¢ teles v izraz za sunek sile le zunanje sile. Pri obravnavanju
trka dveh neproznih teles, ki ¢elno tréita, in sprijeti nadaljujeta pot, se bo njuna skupna
gibalna koli¢ina ohranila, ¢e ni zunanjih sil:

V1M + VoM = (m1 + mg)V (M33)
torej bo hitrost po trku enaka

V = (mlvl + mg’Ug)/(ml + m2) . (M34)

Vrtilna koli¢ina
Telo z maso m, ki se giblje s hitrostjo v, ima gibalno koli¢ino

G=mv.
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Ce to telo krozi, njegova gibalna koli¢ina venomer spreminja smer, zato je smiselno defi-
nirati vrtilno koli¢ino

F=rxG, (M35)

ki ima pri enakomernem krozenju stalno vrednost. Z znakom X smo oznacili vektorski
produkt med vektorjema r in G. Smer vektorja, ki smo ga dobili z vektorskim mnozenjem,
se ujema s smerjo normale (pravokotnice) na ravnino, v kateri lezita vektorja r in G.
Usmerjenost vektorja I' pa sovpada s smerjo pomika desnega vijaka, ki ga zavijamo v
smeri krozenja telesa. Za tockasto telo je velikost vrtilne koli¢ine enaka

mor = mriw = Jw . (M36)

S tem smo definirali vztrajnostni moment tockastega telesa, ki krozi na razdalji r okrog
neke osi

J=mr?. (M37)

Vidimo, da je vztrajnostni moment odvisen od mase in od oddaljenosti telesa od osi. Ce je
teles vec, dobimo vztrajnostni moment s seStevanjem, za razsezno telo pa z integriranjem
(sestevanjem) po vseh delih telesa:

J= / r2dm . (M38)
Za homogen poln valj s polmerom R in visino h, izra¢unamo vztrajnostni moment takole:
R R
J = / r?p2rrhdr = 27Tph/ r3dr = TR*ph/2 = mR?*/2 . (M39)
0 0

Za votel valj, pri katerem je vsa masa zbrana na obodu, je racun enostavnejsi in velja
J = mR2. Za kroglo dobimo rezultat

J =2mR?*/5 . (M40)

Vztrajnostni moment telesa je najlaze izracunati glede na njegovo simetrijsko os. Telesa
pa lahko vrtimo tudi okrog poljubne osi, ki ne gre skozi njihovo srediscée. Ce je os vrtenja
premaknjena glede na simetrijsko os telesa za vektor R/, bo vztrajnostni moment glede
na taksno os enak

J= / (r + R')%dm = J* + 2R’ / rdm + mR” . (M41)

Integral [ rdm je enak nic, saj so prispevki k integralu lahko pozitivni ali negativni, ker pa
gre simetrijska os telesa skozi tezisce, je ravno toliko prispevkov pozitivnih, kot negativnih
in se med sabo unic¢ijo. Torej je iskani vztrajnostni moment enak

J=J" +mR?. (M42)

To enakost poznamo pod imenon Steinerjev izrek. Pri ravni tanki enakomerno debeli
palici z debelino 2r je vztrajnostni moment okrog njene vzdolzne osi, ki gre skozi sredino
palice, enak mr?/2, vztrajnostni moment okrog katere koli druge osi, ki gre skozi tezisce
palice in je na prej omenjeno os pravokotna, pa je mi?/12, pri ¢emer je [ dolZina palice.
Slednji rezultat dobimo, ¢e predpostavimo, da je r dosti manjsi od [ in racunamo, kot da
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je vsa masa razporejena vzdolz osi palice. Ce vrtimo palico okrog osi, ki je pravokotna
na palico in gre skozi enega od koncev palice, lahko za dolocitev vztrajnostnega momenta
uporabimo Steinerjev izrek in dobimo

J=ml?/12+ml*/4 =ml*/3 . (M43)

Newtonov zakon za vrtenje okrog nepremicne osi

Enacbo F = ma, ki predstavlja Newtonov zakon za tockasto telo, ki krozi po krogu z
radijem 7, pomnozimo z leve strani z vektorjem r, ki sega od osi vrtenja do tockastega
telesa. Na levi strani dobimo produkt r x F, ki ga imenujemo navor (enota za navor je
Nm), njegova velikost pa je rF'sina, ¢e oklepata r in F kot «. Izraz mr x a lahko pisemo
kot produkt vztrajnostnega momenta in kotnega pospeska

mria/r = Ja . (M44)
Torej se zapise Newtonov zakon za vrtenje telesa okrog nepremicne osi v obliki
M=Ja. (M45)

Zapis velja tudi za razsezno togo telo, ki se vrti okrog nepremicne osi.

Izrek o ohranitvi vrtilne kolicine
Ce enacbo (M45) pomnozimo z dt in sestejemo prispevke v ¢asu od ¢; do t9, dobimo

/ Mdt = AT . (M46)

Izraz na levi strani enacbe imenujemo sunek navora, na desni strani pa smo dobili spre-
membo vrtilne kolicine, saj velja

J/adt:JAw:AI‘

7 besedami povedano: Sunek navora je enak spremembi vrtilne koli¢ine.

Precesija je pojav, ki nazorno ilustrira vpliv navora na spreminjanje vrtilne kolicine.
Zavrtimo vrtavko s kotno hitrostjo w, tako da bo njena vrtilna koli¢ina enaka I' = Jw, kjer
je J vztrajnostni moment vrtavke. Ce postavimo vrtavko na trdno podlago tako, da bo
njena os navpicna, se bo vrtavka vrtela okrog navpi¢ne osi, dokler bo kotna hitrost dovolj
velika, nato pa bo zacela vrtavka opletati in konéno se bo zvrnila. Ce postavimo vrtavko na
podlago tako, da bo njena os posevna (sl. 10), pa vrtavka ne bo padla, ampak bo njena os
opisovala plas¢ na glavo postavljenega stozca. Oznacimo s 7T}, ¢as, v katerem bo napravila
os en obhod. Pripadajoco precesijsko kotno hitrost, ki opisuje gibanje osi vrtavke po
plascu stozca, oznacimo z w, = 27/T,. Teza vrtavke, ki skusa vrtavko prevrniti, povzroci
v ¢asu dt sunek navora mgr*dt sinp, ¢e je ¢ kot, ki pove, koliko je vrtavka nagnjena, r*
pa je razdalja od spodnjega dela osi vrtavke do njenega tezisca. Omenjeni sunek navora
povzroc¢i spremembo vodoravne komponente vrtilne koli¢ine, tako da lahko zapisemo
mgr*dt sing = I'wydt sine.

Enacbo delimo z dtsing in izrazimo precesijsko kotno hitrost:

wy, = mgr* /. (MA4T)
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Slika 10: Precesija vrtavke

Vrtenje prosto se gibajocih teles

Obravnavanje gibanja telesa, ki ni vpeto na nepremicno os, presega cilje, ki smo si jih
zastavili v tem delu. Navrzimo le intuitivno utemeljitev enacb, ki so uporabne v taksnem
primeru. Izrek o gibanju tezis¢a nam pove, da je pospesek tezisca sistema tockastih
teles, ali togega telesa, odvisen le od rezultante sil - torej je odvisen le od velikosti in
smeri posameznih sil, ne pa od porazdelitve premic, vzdolz katerih sile prijemajo. Ravno
porazdelitev premic, vzdolz katerih prijemajo sile, ki pospesujejo sistem tockastih teles ali
togo telo, pa doloca celokupni navor, ki povzroca, da se sistemu spreminja vrtilna koli¢ina.
Postavi se vprasanje, glede na katero os naj racunamo navor in vztrajnostni moment, da
bomo potem izvrednotili kotne pospeske, spreminjanje kotnih hitrosti in kon¢éno kote
zavrtitve. Izkaze se, da obstojajo odlikovane osi. To so tri glavne osi togega telesa, ki so
med sabo druga na drugo pravokotne in se sekajo v teziScu telesa. Pri krogli igra vlogo
odlikovane trojice osi lahko katera koli trojica med sabo pravokotnih osi, ki se sekajo v
srediscu krogle. Pri valju sovpada ena od glavnih osi s simetrijsko osjo valja, drugi dve
pa sta zopet poljubni - zadosc¢ati morata le pogoju, da sta med sabo pravokotni, da se
sekata v teziScu in da sta pravokotni na simetrijsko os. Podobna pravila veljajo tudi za
ostala simetricna telesa. Za telesa brez simetrij je doloc¢itev glavnih osi dokaj zapletena
racunska ali eksperimentalna naloga. Glede na glavne osi zapisemo enacbo M = Ja, ki
nam doloc¢a pospesek glede na tezis¢no os.

Izrek o kineticni energiji, delo in moc¢

Enacbo (M24), ki predstavlja Newtonov zakon za tockasto telo, skalarno pomnozimo s
pomikom telesa dr in integriramo. (Skalarni produkt dveh vektorjev je kolicina, katere
steviléna vrednost je enaka zmnozku velikosti obeh vektorjev in kosinusa vmesnega kota.)
Na levi strani imamo

J Fdr, kar poimenujemo delo sile. Na desni strani imamo integral izraza

/madr = mdvdr/dt = mvdv . (M438)

Integral tega izraza je mv?/2 vzet v mejah med konéno in zacetno vrednostjo hitrosti.
Izraz mwv?/2 poimenujemo kineti¢na energija. Dobljena enacba
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predstavlja izrek o kineti¢ni energiji, ki pravi, da se kineti¢na energija tockastega telesa
spremeni za toliko, kolikor je sila F na tem telesu opravila dela. Enota za delo in za
energijo je kgm?s~2, kar imenujemo joule (J). Velja dogovor, da naj sila F ne vsebuje
teze telesa, ampak da predstavimo delo teze kot spremembo potencialne energije

AE,: = mgAz (M49)
in tako ima s potencialno energijo razsirjen energijski izrek obliko
A= AEy, +AE,; . (M50)

Ce je telo razsezno, moramo pri vrednotenju potencialne energije sesteti prispevke po
vsem telesu in racun pokaze, da je vrednost potencialne energije enaka

Epot = mgz* s (M51)

kjer je z* navpiéna koordinata tezisca telesa. Ce se razsezno in togo telo giblje, velja izraz
za kineti¢no energijo v obliki
Ein = mv*?/2, (M52)

kjer je v* hitrost tezis¢a, samo v primeru, da je gibanje translatorno, kar pomeni, da pri
gibanju koordinatni sistem, ki je vpet na telo, ves ¢as ohranja smeri vseh treh koordinatnih
osi. Ce temu ni tako, in je gibanje hkrati translatorno in rotacijsko, moramo izraz za
kineticno energijo razsiriti s ¢lenom, ki predstavlja rotacijsko kineti¢no energijo in ima
obliko

Bt = J*w?/2 . (M53)

2

Do tega izraza pridemo s seStevanjem prispevkov vZ,dm/2 po prostornini telesa, ¢e po-
stavimo za rotacijski del hitrosti

Vyot = W X T . (M54)

Tudi izraz
Erin = mv*?/2 + J*w? /2 (M55)

Se ni splosen in velja samo v primeru, da se telo vrti okrog katere od svojih tako imenovanih
simetrijskih osi, ki vedno sovpadajo s simetrijskimi osmi telesa, e jih le-to ima. Obravnava
splosnega primera presega raven znanja, ki je cilj tega zapisa, saj posega v podrocje
tenzorske algebre.

Poglejmo si Se primer elastiénega trka dveh togih kroglic. Pri taksnem trku se
ohranita skupna kineticna energija in skupna gibalna koli¢ina. Torej lahko v splosnem
primeru napiSemo Stiri enacbe: tri za ohranitev treh komponent gibalne koli¢ine in enacbo,
ki predstavlja ohranitev kineticne energije. Stevilo neznank, ki doloc¢ajo stanje po trku, je
Sest: po tri komponente hitrosti za vsako od dveh teles. Torej potrebujemo Se dve enachi,
da bo stevilo enacb enako Stevilu neznank. Ti dve enacbi sta skriti v opisu zacetnih leg
(ry in re), zacetnih hitrosti (vq in vg) in velikosti obeh krogel (R in Ry).

Poglejmo si najenostavnejsi primer, ko v mirujoco kroglo ¢elno tréi s hitrostjo V druga,
povsem enaka krogla. Is¢emo hitrosti vq in vy prve in druge krogle po trku. Ohranitev
gibalne koli¢ine zapiSemo v obliki

mV = muv; + mus (*)
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ohranitev kineticne energije pa v obliki
mV2/2 = mod /2 + mvd/2 (+4)

Ce prvo od teh dveh enacb kvadriramo, drugo pomnozimo z 2 in nato dobljeni enaé¢bi
odstejemo eno od druge, dobimo 2v,v3 = 0. Ta enacba je lahko izpolnjena samo, ce
je eden od faktorjev (v; ali vy) enak ni¢. v, ne more biti enak ni¢, ker bi potem nasi
izhodiséni enachi (*) in (**) zahtevali, da je vy enak V' in bi to pomenilo, da je sla prva
krogla nemoteno skozi drugo kroglo. Torej je reSitev v; = 0 in v9 = V, kar pomeni, da
se je po trku prva krogla ustavila in predala gibalno koli¢ino in energijo drugi krogli, ki
zacne potovati naprej z isto hitrostjo, kot je prej potovala prva krogla.

Nihala

Najenostavnejsi primer nihala je nihalo na vija¢no vzmet, ki niha v vodoravni smeri, na
primer v smeri osi . Ce je nihalo odmaknjeno od ravnovesne lege za razdaljo z, deluje
vzmet na utez z maso m s silo F' = —kx in Newtonov zakon se zapiSe v obliki —kz = ma.
Ce upostevamo zvezo (M18b) za pospesek nihala, dobimo enacbo

—kr = —w’z |

kar nam da vrednost za krozno frekvenco

w=/k/m, (M56)
T =2m\/m/k .

Nihalo ima kineti¢no (Ej;, = mwv?/2) in proznostno energijo. Slednjo izracunamo kot delo
proznostne sile vzmeti

oziroma za nihajni ¢as nihala

Epror = k)2 . (M5T7)

Racun celotne energije pokaze, da se le-ta s casom ne spreminja
E.q = mw?z/2 . (M58)
Taksen rezultat dobimo, ko zapiSemo kineticno energijo v obliki
mv?/2 = (1/2)w?zicos? (wt + )
in proznostno energijo v obliki (1/2)kx3sin?(wt + J) in upostevamo, da velja

k=mw?.

Pri matematiénem nihalu, ki ga predstavlja kroglica obesena na lahki vrvici dolzine [,
dobimo krozno frekvenco iz Newtonovega zakona na osnovi enacbe

—mgsing = —mw3ly . (M59)

Na levi strani enacbe je zapisana dinami¢na komponenta sile teze vzdolz tangente kroznega
loka, po katerem se giblje kroglica. Na desni strani pa je napisan pospesek v obliki nega-
tivne vrednosti produkta med kvadratom krozne frekvence in odmikom, ki je del kroznega
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loka - torej produkt radija [ in kota ¢. Pri majhnih odmikih, ko lahko zapisemo

sing &~ ¢, (M60)
lahko enacbo delimo s ¢ in dobimo
w2 = g/l ’ (M61)
oziroma
T =2m\/l/g . (M62)

Ce matemati¢no nihalo ni duseno, se tudi njegova energija ohranja pri vrednosti

E.q = mgle?/2, (M63)

kjer je kot ¢y amplituda nihanja. Sestavni komponenti celotne energije sta kineti¢na
energija in potencialna energija.

Na podoben nacin, kot smo doloc¢ili nihajni ¢as za nihalo na vijatno vzmet in za
matematicno nihalo, lahko obravnavamo tudi druge vrste nihal. Fizi¢no nihalo imenu-
jemo poljubno togo telo, ki je obeSeno na vodoravni osi nad tezis¢em telesa. Nihajni ¢as

fizicnega nihala je
T =2m\/J/mgr* . (M64)

V tem izrazu je J vztrajnostni moment telesa glede na obesisce, m je masa telesa, r* pa
razdalja med obesiS¢em in teziSCem telesa, ki niha. Nihalo na polzasto vzmet, ali su¢no
nihalo, je sestavljeno iz togega telesa, ki je vrtljivo okrog navpicne osi. Ce je os vodoravna,
mora prebadati tezisCe. Vztrajnostni moment telesa glede na dano os naj bo J. Polzasta
vzmet, katere navor je premo sorazmeren zasuku

M = —Dy (M65)

zagotavlja nihalu ravnovesno lego pri ¢ = 0. Nihajni ¢as taksnega nihala je

T =2m\/J/D . (M66)

Duseno nihanje

Nihalo, ki ga pozenemo v nihanje, izgublja energijo in se ¢ez cas ustavi. V takem primeru
recemo, da je nihanje duseno (sl. 11). Matemati¢na obravnava duSenega nihanja je
enostavna, Ce je sila, ki zavira nihanje, sorazmerna hitrosti nihala F' = —k v, kjer je
k konstanta sorazmernosti med silo in hitrostjo. V tem primeru lahko zapiSemo dE =
—Fdx. Ta zapis pomeni, da je izguba energije nihala enaka delu, ki ga nihalo opravi
napram okolici. Pomik nihala v ¢asu dt lahko zapisemo dx = v dt in pridemo do zapisa

dE = —k v3dt .
Ker je kvadrat hitrosti sorazmeren kinetiéni energiji, ki jo ima nihalo, lahko zapiSemo

dE = —2BEdt . (M67)
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Slika 11: Duseno nihanje

Konstanto # imenujemo koeficient dusenja. S preureditvijo zgornje enacbe, integriranjem
po ¢asu in antilogaritmiranjem dobimo E = Eyexp(—2/t) in ker je pri nihanju energija
nihala sorazmerna kvadratu odmika, lahko zapiSemo odmik kot

x = xoexp(—[Ft)sin(wt) . (M68)

Bolj natancen racun pokaze, da w ni enaka lastni, ampak nekoliko zmanjsani krozni fre-
kvenci. ZmanjSanje je odvisno od koeficienta dusenja.

Vsiljeno nihanje

Ce hotemo, da nihalo niha s stalno amplitudo in s frekvenco, ki smo si jo poljubno izbrali
- in je torej lahko razlicna od lastne frekvence, mu moramo nihanje vsiljevati. Ce zgornji
konec vrvice, na kateri visi kroglica, pomikamo v smeri vodoravne osi = tako, da velja

x, = Asin(wt) | (M69)

recemo, da matemati¢nemu nihalu vsiljujemo nihanje s krozno frekvenco vsiljevanja w in
z amplitudo vsiljevanja A. Ce je frekvenca vsiljevanja zelo, zelo majhna, bo kroglica na
spodnji strani vrvice sledila roki in amplituda nihanja nihala bo enaka amplitudi vsilje-
vanja. Pri zelo visokih frekvencah vsiljevanja bo kroglica mirovala, saj se bo premikala
le vrvica: zgoraj toliko kot roka, spodaj pa ni¢. Pri vsiljevanju z lastno frekvenco nihala
pa bo nihalo zac¢elo mo¢no nihati tudi pri zelo majhni amplitudi vsiljevanja. Krivulji,
ki kaze odvisnost amplitude nihanja od frekvence vsiljevanja, re¢emo resonancna krivu-
lja (sl. 12) in prikazuje razmerje amplitud xy/A v odvisnosti od w. Osnovna znacilnost
resonancne krivulje je ta, da je njena vrednost pri zelo majhnih frekvencah vzbujanja
enaka ena, pri zelo visokih frekvencah vzbujanja je enaka ni¢, v blizini lastne frekvence
nihala - v obmo¢ju resonance - pa ima resonanc¢na krivulja vrh. Obstoja cela druzina
resonancnih krivulj. Oblike krivulj so odvisne od vrednodsti parametra dusenja. Ce je
nihalo neduseno, tezi visina vrha proti neskonéni vrednosti, pri vse vec¢jem dusSenju pa
postajajo vrhovi vse nizji.



FIZIKA 1. poglavje: Mehanika - B. Borstnik 19

0 1 A

Slika 13: Odvisnost faznega premika od frekvence vzbujajna treh nihal z razlicnim koefi-
cientom dusenja

Pri vsiljenem nihanju je zanimivo opazovati, za kolikSen fazni kot zaostaja nihanje nihala
za vzbujanjem. Pri zelo nizkih frekvencah vzbujanja ni nobenega zaostanka, v obmocju
resonance je zaostanek za Cetrt nihaja (6 = 7/2), pri zelo visokih frekvencah vzbujanja
pa sta vzbujanje in odziv nihala v nasprotni fazi (6 = 7)(sl. 13).
Sestavljeno nihanje

Poglejmo si dva primera sestavljenega gibanja: Vzemimo dve nihali na vijacno vzmet, ki
nihata z nekoliko razliénima frekvencama w; = wy+ Aw in wy = wy — Aw. Utezi povezemo
z lahko raztegljivo vrvico, na sredi katere pritrdimo znacko. Nihali pozenemo v nihanje,
obe z enako amplitudo zy in spremljamo gibanje znacke na vrvici. Odmik znacke (z,(t)
je povprecna vrednost odmikov obeh nihal:

x,(t) = xo(cos((wo + Aw)t) 4 cos((wy — Aw)t))/2 . (M70)
Uporabimo trigonometrijsko formulo
cosa + cosf3 = 2cos((a+ () /2)cos((a — 3)/2)

ter dobimo
x,(t) = zocos(wot)cos(Awt) . (M71)
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Slika 14: Utripanje

Prvi faktor predstavlja zapis za sinusno nihanje, drugi faktor, ki se spreminja zelo pocasi,
¢e velja Aw << wy, pa predstavlja oscilirajoco ovojnico (envelopo) tega nihanja, kar po-
meni, da se amplituda tega nihanja spreminja s krozno frekvenco Aw. Pravimo, da znacka
utripa (sl. 14).

Drugi primer: Sestavimo dve nihanji, od katerih poganja prvo nihanje kroglico vzdolz osi
x takole x = zgsin(w,t), drugo nihanje pa povzroca odmik kroglice v smeri y, ki je pra-
vokotna na smer x @y = yosin(w,t + J). Taksno sestavljeno nihanje lahko predstavimo
v ravnini z, y s krivuljami ( Lissajouseve krivulje) zelo raznolikih oblik, odvisne so namrec
od razmerij obeh kroznih frekvenc, od razmerja amlitud in od faznega kota o0 (sl. 15).

Elastomehanika, Hookov zakon
Kadar govorimo o togih telesih, se moramo zavedati, da je togost le priblizek in da kaze
vsako telo v naravi doloceno mero gibkosti. Telesom, ki pod vplivom obremenitve spre-
menijo svojo obliko (sl. 16) in se pri popuséanju obremenitve vrnejo v prvotno obliko,
pravimo, da so elasticna. Kvantitativni opis elasticnosti zajamemo z enacho

F/S = Es/l, (M72)

ki velja za valjasto ali prizmaticno telo dolzine [ in preseka S, ki ga raztegnemo ali stisnemo
s silo F, pri tem pa se telo podaljsa ali skrajsa za dolzino s. Koli¢ino s/l imenujemo
relativni raztezek, ozirom skrcéek, E pa je elasticni modul telesa. Snov okarakteriziramo
z vrednostjo modula elasticnosti in tudi z mejno vrednostjo obremenitve F'/S, ki lahko
povzroCi porusitev telesa, Se prej pa je dosezena meja plasti¢nosti. Del deformacije telesa,
ki ga deformiramo nad mejo plasti¢nosti, ostane, saj se telo ne vrne ve¢ v prvotno stanje,
ko obremenitev popusti. Enacba (M72) je zapis za Hookov zakon.

Kadar obremenimo telo v obliki kvadra tako, da delujemo z dvojico sil vzdolz dveh
nasprotnih ploskev, govorimo o strizni obremenitvi. Odgovor elasti¢nega telesa na strizno
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Slika 15: Lissajousove krivulje

Slika 16: Hookov zakon

obremenitev je strizna deformacija (sl. 17), ki se kaze tako, da preide presek telesa iz
pravokotne oblike v obliko paralelograma z notranjimi koti, ki za kot a odstopajo od
pravega kota. Kot a je sorazmeren obremenitvi in Hookov zakon za strizno obremenitev
zapisemo v obliki

F/S =Ga. (M73)

Hookov zakon velja za trdne snovi, tekocine pa lahko podvrzemo le tlacnim obreme-
nitvam. Stisljivost tekocine definiramo z enacbo

AV )V = —ydp, (M74)

kjer je dV/V relativno zmanjsanje volumna tekoc¢ine, ki je podvrzena povisanemu tlaku
dp. Koeficient stisljivosti x je velik pri lahko stisljivih tekoc¢inah (plinih) in majhen pri
kapljevinah.

Mehanika tekocin in plinov

Hidrostatika

Snovi, ki jih lahko pretakamo, so plini in tekocine. Ce torej razsirimo pomen besede
tekocina tudi na snovi v plinskem stanju, poimenujemo tekoce snovi, ki lahko tvorijo
kaplje, kapljevine.

V tekocini, ki se nahaja v teznostnem polju, tlak z globino narasca. V globini A pod
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Slika 17: Strizna napetost in strizna deformacija

gladino tekocine pritiska stolpec tekocine s presekom S s silo teze Fy, = pShg na ploskev
S, kar pomeni, da je v globini h prirastek tlaka

Ap = pgh . (M75)

Povecan tlak v globini povzroca silo vzgona, ki deluje na telesa, ki plavajo na povrsini
tekocine, lebdijo pod povrsino ali se nahajajo na dnu posode, ki je napolnjena s tekocino.
Za telo v obliki pokoncne prizme, ki je okrog in okrog obdano s tekoc¢ino, velja, da je sila,
ki deluje na spodnjo ploskev, v smeri navzgor, enaka pghsyS, sila na zgornjo ploskev je
pghyS in deluje v smeri navzdol. Razlika je torej

prerg(ha — h1)S = Myerg

kjer sta hy in hs globini, na katerih se nahajata zgornja in spodnja ploskev telesa, o
katerem govorimo. Prisli smo do Arhimedovega zakona, ki doloca silo vzgona,

szg = ptekvg (M76)

in pravi, da je sila vzgona enaka tezi izpodrinjene tekoc¢ine. Plavajoca telesa (ladje, ¢olni)
izrinejo toliko vode, kot je njihova masa. Plovila morajo biti tudi stabilna, kar pomeni,
da se morajo sama vracati v pokonc¢no lego, ¢e se nagnejo. Stabilnost je zagotovljena le,
¢e je tocka, ki ji pravimo metacenter, nad teziscem plovila. Metacenter se nahaja tam,
kjer seka sila vzgona simetralo pri nagnjeni legi plovila (sl. 18).

Povrsinska napetost
Povrsina tekocine se obnasa kot elasti¢na opna, ki je vedno enako napeta in sicer je sila
na enoto dolzine navideznega reza enaka

F=nl. (M77)

Posledica sile povriinske napetosti je povecan tlak v kapljicah in mehurckih. Ce si mislimo
kapljico prerezano vzdolz ekvatorja na dve polovici, ju vle¢e povrsinska napetost skupaj,
povecan tlak v notranjosti kapljice pa ju tis¢i narazen. Obseg kapljice vzdolz ekvatorja
je 27r, torej je sila, ki vlece polovici skupaj, 27ry. To silo uravnovesa sila mr2Ap. Ko
velikosti teh dveh sil izenacimo, dobimo za nadtlak v kapljici izraz

Ap =2v/r. (MT8)
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Slika 18: Metacenter (M) in tezisce (T)ladje

Za mehurcek, ki ima dvojno povrsino, notranjo in zunanjo, je nadtlak dvakrat vecji
Ap =4dv/r.

Povrsinska napetost povzroca tudi dvig tekocine v kapilarah. Pojav je odvisen od mejnega
kota, ki ga tvori povrsina kapljevine glede na ploskev, ki lo¢uje tekoc¢ino od sosednje snovi,
ki tvori steno kapilare (sl. 19). Ce kapljevina moéi notranjost cevke, deluje sila povrsinske
napetosti v smeri osi kapilare (vzemimo, da je le-ta navpiéna). V tem primeru recemo,
da je mejni kot ni¢. Sila, ki vlece kapljevino navzgor, je 2mr+y, nasprotna sila pa je teza
stolpca kapljevine mr2phg. Visina stolpca se ustali pri h = 2v/(pgr). Ce kapljevina ne
omoci stene kapilare, deluje sila povrsinske napetosti v smeri navzdol in v kapilari imamo
namesto dviga znizanje gladine. Mozni so tudi vsi vimesni primeri. Ce ima mejni kot 6
poljubno vrednost med 0 in 7, bo kapilarni dvig ali spust enak

h = 2vycosf/(pgr) . (M79)

Dinamika tekocin

Viskoznost

Viskoznost je lastnost tekocine, da izkazuje pri gibanju notranje trenje. Ce se nahaja
teko¢ina med dvema vzporednima ploscama s povrsino S, ki sta druga od druge oddaljeni
za d, in ena miruje, druga pa se giblje s hitrostjo v, je tekoc¢ina podvrzena dinami¢nemu
strigu (sl. 20). Meritve pokazejo, da se na ra¢un striznih deformacij prenasa z ene plosce

na drugo sila
F/S=nv/d. (M80)

Ta izraz za silo lahko uporabimo za napoved hitrosti pretakanja tekocine skozi cevi.
Tekocino v cevi si lahko mislimo razdeljeno na vzdolzne koncentri¢ne plasti, ki ob steni
mirujejo, na sredini pa se gibljejo najhitreje. Pretok je obratno sorazmeren viskoznosti
tekoc¢ine in lahko meritev pretokov sluzi za dolocitev viskoznosti tekocin. Enacba (M80)
je uporabna tudi za napoved sile upora, ki deluje na telo, ki se giblje skozi teko¢ino. Na-
tancen racun je tezaven, priblizen rezultat za silo upora, ki deluje na kroglo pa dobimo,
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Slika 19: Dvig tekoc¢ine v kapilari

Slika 20: Strizna obremenitev in strizna hitrost v viskozni tekoc¢ini

¢e postavimo v enacbi (M80) za S povrsino krogle, za d pa radij krogle. S tem dobimo
F = 4nrnu, pravilen rezultat pa je

F =6mrnu . (M81)

Tej zvezi pravimo linearni zakon upora.

Bernoullijeva enacba

Za neviskozne tekocine, ki se pretakajo vzdolz stacionarnih tokovnic, se vprasamo, kako
sta odvisna drug od drugega tlak in hitrost tekocine. Uporabimo energijski izrek in
napiSemo, da je vzdolz doloc¢enega Sopa tokovnic razlika med delom tlaka na vstopni in
izstopni strani enaka vsoti razlik vstopne in izstopne kinetice in potencialne energije (sl.
21). Delo, ki ga opravi okoliska tekoc¢ina v kratkem casovnem intervalu, ki ustreza dife-
rencialu volumskega pretoka AV, je tlak pomnozen z AV. Predpostavimo, da je teko¢ina
nestisljiva in je volumen vstopajoce tekoc¢ine enak volumnu iztekajoce tekocine. Kineticno
energijo izrazimo s pomodjo izraza pv?AV/2, potencialno pa kot pghAV. Energijski izrek
napisemo takole:

(1 = p2) AV = pv3AV/2 — pui AV/2 + pghs AV — pghi AV .
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Slika 21: K izpeljavi Bernoullijeve enacbe

Ko enacbo delimo z AV in lo¢imo clene tako, da premestimo tiste z indeksom 1 na levo
stran, tiste z indeksom 2 pa na desno, dobimo Bernoullijevo enacbo

p1+ pvi/2 + pghi = py + pv3/2 + pghs . (M82)

Vidimo, da se v tekocini, ki se pretaka brez izgub, vzdolz tokovnic ohranja vsota tlaka,

gostote kineticne energije in gostote potencialne energije. Bernoullijeva enacba velja le
priblizno, saj se vzdolz tokovnic energija pretvarja zaradi notranjega trenja tekocine v
toplotno energijo - le-ta pa se izgublja v okolici. Bolj pravilen bi bil zapis v obliki neenacbe,
ki bi nakazovala, da se vsota tlaka in energije manjsa vdolz tokovnice.

Pri iztekanju tekocine iz posode, ki ima odprtino h pod gladino teko¢ine, nam Bernoul-
lijeva enacba napove, da bo tekocina iztekala s hitrostjo v = v/2gh. Do tega rezultata smo
prisli tako, da smo vzeli za tocko 1 razmere na gladini tekocine, kjer je hitrost tekocine
zanemarljiva, tlak je enak zunanjemu tlaku, tocko 2 pa v curku, ki brizga iz posode, kjer
je tekocina zopet pod zunanjim tlakom.

Bernoullijeva enac¢ba pojasni delovanje Venturijeve cevi (sl. 22), ki ima med dvema
sirokima presekoma kratek zozen del. V zozenem delu se mora tekocina, ki ni stisljiva,
pospesiti na hitrost, ki je ve¢ja za razmerje velikega in manjSega preseka. Zaradi povecane
gostote kineti¢ne energije se mora pri nespremenjeni potencialni energiji zmanjsati tlak,
kar se izkorisca pri vodnih vakuumskih ¢rpalkah.

Bernoullijeva enacba nam omogoca izvrednotiti zastojni tlak, ki se pojavlja na me-
stu, kjer udarja curek tekoéine ob mirujoco oviro. Ce brizga curek vode s hitrostjo v v
pravokotno postavljeno ravno plosco in se ob njej razblini, potem vsaj za srediS¢no to-
kovnico velja, da je hitrost ob ploséi enaka ni¢. Ce torej zapisemo Bernoullijevo enacbo
za to tocko in za tocko v curku, kjer se hitrost Se ni zmanjsala, dobimo p; + pv?/2 = ps.
Clena s potencialno energijo smo izpustili, ker sta na obeh stranch enaka. Razliko tlakov
p2 — p1 imenujemo zastojni tlak p., ki je enak

Zastojni tlak se pojavlja na celni ploskvi gibajocega se avtomobila, pod razpetim padalom,
na steni, kjer udarja obnjo curek gasilske brizgalne, itd. Zastojni tlak povzroca silo upora
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Slika 22: Venturijeva cev
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Slika 23: Koeficienti upora za razlicno oblikovana telesa

gibajocih se teles. Ce ima telo povrdino S, zapisemo silo upora takole:
F = C,pSv?/2. (M84)

Konstanto C, imenujemo koeficient upora. Njene vrednosti so lahko vecje od 1 (C, = 1.3
za polkroglasto padalo na primer), lahko pa mnogo manjse od 1 (C, = 0, 04 za telesa z ide-
alno aerodinamicno obliko) (sl. 23). Izraz (M84) predstavlja kvadratni zakon upora,
ker je sila upora odvisna od kvadrata hitrosti. Razmejitev med veljavnostjo linearnega
in kvadratnega zakona upora opravimo na osnovi vrednosti Reynoldsevega Stevila, ki je
definirano kot kvocient sile upora, ki sledi iz kvadratnega zakona in sile upora, ki sledi iz
linearnega zakona za kroglasto telo. Kvocient je enak 7C,r%pv?/12wrnv = Cyr?pv/12m.
Nekoliko spremenjeno vrednost tega kvocienta definiramo kot Reynoldsovo stevilo

R. =2Rpv/n . (M85)

Ce je vrednost Reynoldsevega stevila ve¢ kot 1000, velja kvadratni zakon upora, ¢e je
manj kot 0,5 velja linearni zakon upora, pri vmesnih vrednostih, pa se gibanje tekocine
ne pokorava niti enemu niti drugemu zakonu.

Sila curka
Primer, ki smo ga uporabili za izpeljavo zastojnega tlaka, lahko obravnavamo tudi s
pomocjo izreka o gibalni koli¢ini. Obravnavajmo curek tekocine z gostoto p, hitrostjo v, in
presekom S, ki zadeva ob oviro, tako, da se curek odkloni in nadaljuje pot s hitrostjo vi. V
¢asu dt sprejme ovira gibalno koli¢ino ®,,(v, — vi)dt, pri cemer smo z ®,, oznacili masni
pretok ®,, = ®,p = pv,S. Sprememba smeri curka je seveda povezana s spremembo



FIZIKA 1. poglavje: Mehanika - B. Borstnik 27

~
\ |
) )\
Vk/

Slika 24: Sila curka

gibalne kolic¢ine (sl. 24), za to pa je potreben sunek sile
Fdt = @, (v — v,)dt .
Enacbo delimo z dt in dobimo za silo curka izraz
F=®&,(vi—v,). (M86)

Iz te enacbe lahko izrazimo tlak, ki ga ustvarja curek. Vzemimo, da pade curek pravo-
kotno na oviro v obliki ravne ploskve in se ob njej razblini. V tem primeru velja vy ~ 0
in dobimo izraz za tlak pod curkom
p = pv?.

To lahko primerjamo z izrazom za zastojni tlak

p. = Cupv? /2.

Vrednost koeficienta upora C, za ravno plosc¢o je manj kot 2, zato napove enacba, ki
izhaja iz Bernoullijeve enacbe, manjsi zastojni tlak, kot enacba, ki jo izpeljemo iz izreka
o gibalni koli¢ini.



